Staatliches Seminar fur berufliche Schulen Freiburg

2.1 Seilparadoxon (Wie eng kann ein Pdckchen geschniirt werden?)

Handhabung:
e Experiment durchfiihren
e Punkte im Koordinatensystem einzeichnen
e Schaubild 1 zeichnen
e Tabellenwert errechnen lassen
e Schaubild 2 zeichnen
o Verknlipfung der beiden Schaubilder miteinander

Mathematik:
e Rechtwinklige Dreiecke
e Satz des Pythagoras
e Aquivalenzumformungen
e Funktionen aufstellen

Arbeitsweisen:
e Versuchsbeschreiben lesen und durchfiihren
e Messen
e Mathematische Beschreibung eines Sachverhalts (Skizze - mathematischer
Ansatz)
e Zusatz: Uberlegungen bei verinderten Bedingungen anstellen.

Arbeitsmaterialien an dieser Station

Versuchsbeschreibung (auf dem Arbeitsblatt)
Schachtel

Schniire mit verschiedenen Verlangerungen
(Verlangerung mit durchsichtigem Klebeband v
optisch abgesetzt)

Blroklammer

Meterstab -
Arbeitsblatter 3

1.) Experiment: Eine Schnur wird um das Packchen
gelegt und anschlieRend in der Mitte der Schnur mit
einer groRBen Blroklammer angehoben (siehe Bild). ~

Mit einem Meterstab werden folgende zwei GroRRen

abgemessen: \
- Lange der Schnurverlangerung (durchsichtiges Klebeband) x[cm, \i_ . -
- groRter Abstand zwischen Schachtel und Schnur hfem] . —
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Dieser Vorgang wird mit jeder Schnur durchgefiihrt.

Erfassung der Messwert in GeoGebra: Schnurv,erléingerung X eintragen!

., GeoGebra Materialien suchen

g (2

Etwas selbst erstellen

L L
il -

L] | L

igebra Geometrie Tabelle

\

Abstand h zwischen Schnur und Schachtel eintragen!

(Hinweis: Es werden jeweils Datenpunkte (x|y) eingetragen. Dabei ist der Wert in der Spalte A der x-
Wert im Koordinatensystem und der Wert in der gleichen Zeile, aber in der Spalte B der zugehorige y-
Wert im Koordinatensystem.)

Zeichnen der Datenpunkte ins Koordinatensystem:
- Markieren Sie die Zahlen, die als Datenpunkte

ins Koordinatensystem eingezeichnet werden
sollen.

- Tippen Sie auf das angegebene Feld und aktivieren Sie
durch herunterschieben das Feld , Liste von Punkten
erzeugen”.

- Durch ,Erzeuge” werden die Punkte in das

Koordinatensystem gezeichnet. \

Ist eine GesetzmaRigkeit zwischen den einzelnen
Punkten zu erkennen? Wenn ja, welche?

—

iten Ansicht Einstellungen Werizeuge

ez

{12} Liste erzeugen

—| {*==} Listevon Punkten erzeugen

(Platz fur diese Uberlegungen!)
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2.) Rechnerische Losung: Vervollstandigen Sie die Skizze mit den bekannten und gesuchten GréRen
und ermitteln Sie anschliefend die Hohe h[cm], die die Schnur in der Mitte das Packchens abgehoben
werden kann, in Abhangigkeit von der Schnurverlangerung x[cm].

(Hinweis: Ein rechtwinkliges Dreieck und der Satz des Pythagoras hilft hier weiter!)

€7 GeoGebra =l >

Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe

|0~ ===~ o

|

(Platz fur die Berechnung!)

3.) Zeichnerische Darstellung: Lassen Sie mit Hilfe von
GeoGebra die eben errechnete Funktion h(x) in Form
eines Schaubildes zeichnen. Die aus dem Experiment
eingezeichneten Punkte sollten jetzt durch ein Schaubild
erganzt werden. Die Eingabezeile fur h(x) wird (iber

,Ansicht” erzeugt. /

— Hinweis: Die Tastatur beim Tablet

und das Eingabefeld fur h(x) konnen gleichzeitig zu
sehen sein. Dafiir gibt es je nach Tablet eine Taste
auf dem Tastaturfeld. Durch die Enter-Taste auf

, der Tastatur wird das Schaubild gezeichnet.
———— —— Bei der Eingabe des Funktionsterms miissen u. a.

| : einige Besonderheiten beriicksichtigt werden:
L4x"2+2X)

oy — , Jass die nachfolgende Zahl im Exponent (Hochzahl)
steht; Kommazahlen werden mit Punkt geschrieben)

Im Idealfall liegen lhre Punkte aus dem Experiment auf dem gezeichneten Schaubild. Ist das auch bei
Ihnen der Fall? ja [l nein [ ungefahr O
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4.) Weitere Rechnung und Uberlegung: An dieser Stelle soll geklart werden, weshalb es eigentlich
unmoglich ist, eine Schnur passgenau um das Packchen zu binden. Dafir soll die folgende Frage
beantwortet werden:

Wie weit kann die Schnur vom Packchen abgehoben werden, wenn die Schnurverldangerung nur 1Imm
betragen wiirde (und das ist ja eigentlich fast nichts)?

Der Wert kann in GeoGebra auf unterschiedlicher Art ermittelt werden.

a) Losung von h(0,1) mit der Ansicht ,Tabelle”:

& [~ Tabete Auch hier gibt es wiederum verschiedene Méglichkeiten.

— " betdtigen, um Zellenbeschriftung zu erhalten.

Eingabe in Zelle B5:,,=f(0.1)“, anschliefend mit Enter-Taste
bestatigen.

b) Losung von h(0,1) mit der Ansicht ,,CAS“ (Computeralgebra-Systeme):

Datet Dasreten Ansicht Emassiungen Wericsupe Fenster Hl

ELEL oLl Al Da die Funktion von oben
T & 4 P ss lediglich
' = f(0.1) eingetippt und mit der Enter-Taste
’ : bestatigt werden.
Die Dezimalzahl erhalt man durch die
L Aktivierung von:

2 .
"
o/ o
/ 11
] v H 3 3 H [] 7

Der Wert h(0,1)= . Das bedeutet anschaulich: Ist die Schnurverlangerung 0,1 cm (also 1mm), so
kann die Schnur in der Mitte des Packchens um ___cm abgehoben werden.

Erklaren Sie jetzt schriftlich anhand des Schaubildes, weshalb es eigentlich unmaoglich ist, eine Schnur
passgenau um das Packchen zu binden!

(Platz fur diese Uberlegungen!)
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5.) Andere Betrachtungsweise: Nun soll untersucht werden, wie sich die Schnurhéhe hfcm] in der
Mitte des Packchens in Abhangigkeit von der PackchengroRe verandert. Dabei soll die
Schnurverlangerung x immer konstant 1cm sein. Uberlegen Sie zuerst, welche Seitenldnge des
Packchens fur diese Berechnung tGberhaupt wichtig ist. Diese fiir die Rechnung relevante Seitenlange
des Packchens soll mit der Variable a bezeichnet werden. Berechnen Sie jetzt mit Hilfe der Skizze (wie
oben) die Hoéhe h[cm] in Abhangigkeit von der relevanten Seitenldnge afcm], dabei soll h als y-Wert
und a als x-Wert aufgefasst werden.

7 GeoGebra = | (5 |t S

Datel Bearbeiten Ansicht Einsiellungen Werizeuge Fenster Hilfe

pe o i 9 2N . :
DR E=EECEENEEE
T e T

(Platz fur die Berechnung!)

s
/!
/!
/
/
s
'
/
4

L——————-—ik

_ ~ | Flgen Sie unter der Ansicht ,CAS” die erhaltene

- - | Funktionsgleichung von eben hinzu. Bspw.:

% o | f(x):=sqrt(0.4x+0.2)

| Die Funktionsgleichung erhalt automatisch einen anderen
o Namen.

Welche Besonderheiten zwischen den beiden GrofRen (Hohe der Schnur hfem] und PackchengroRe
mit Seitenlange afecm]) sind mit Hilfe des Schaubildes schnell und augenscheinlich zu erkennen?

(Platz fur diese Uberlegungen!)
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6.) Zielaufgabe: In diesem letzten Abschnitt werden die Uberlegungen von Nr.2 und Nr.5 kombiniert.
Dabei soll die Schnurhéhe h[cm] in der Mitte des Packchens in Abhdngigkeit von der
Schnurverlangerung x[cm] und der relevanten Seitenlange afcm] ausgedriickt werden. Die Hohe h
entspricht dann dem y-Wert, die veranderbare Schnurverlangerung x dem x-Wert und die
verdanderbare relevante Seitenlange des Packchens a einer zuséatzlichen Variable (Parameter).
Insgesamt handelt es sich dann um eine Funktionenschar (viele Funktionen mit vielen Schaubildern),
die in GeoGebra mit dem Einbinden eines Schiebereglers fiir die Variable a bei den Schaubildern
umgesetzt wird. Vervollstandigen Sie die Skizze mit den GréRen h, x und a. Berechnen Sie h in
Abhangigkeit von a und x. Bestimmen Sie also: By (X) =evrerneennccreneseesseeenns

7 Geoliebra
Datel Bearbeiten Ansicht Einsiellungen Werizeuge Fenster Hilfe

DREERoEHNTER
A R e

(Platz fur die Berechnung!)

L-———-————ik

= Léschen Sie durch Antippen der Schaubilder in der
Grafik-Ansicht beide Funktionen.

,1. Tippen Sie zuerst auf das Grafik-Fenster!

= 2. Tippen Sie auf das Symbol .=

3. Tippen Sie wieder in das Grafik-Fenster, um den
Schieberegler zu installieren.

4. Uberlegen Sie, bevor Sie den Schieberegler
= o > TR ubernehmen, welche GréRBen a einnehmen kann.
i Nehmen Sie die also Intervallveranderungen vor.
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5. Tippen Sie auf das CAS-Fenster und geben die unter Nr.
6 berechneten Funktionsgleichung ein.

“ww R EE / 6. Die Variable a kann jetzt durch Ziehen auf dem
Schieberegler verandert werden.

Welche Besonderheiten zwischen den GroRen (Hohe der Schnur h[cm], Schnurverlangerung x[cm]
und PackchengrofRe mit Seitenlange afem]) sind mit Hilfe der Schar von Schaubildern schnell und
augenscheinlich zu erkennen?

(Platz fur diese Uberlegungen!)

Lésungen:

Zu Nr. 2:



Staatliches Seminar fur berufliche Schulen Freiburg

7 GeoGebra =

Datei Bearbeiten Ansicht Einstellungen Werkzeuge Fenster Hilfe

| = + . o B
W ==
(Platz fur die Berechnung!)

(5,75+0,5x)cm ‘h* " (5,75 + 0,5x)% = h? + 5,752

/ () \‘\

; T h? =5,75% +2-5,75-0,5x + (0,5x)% — 5,752

% 5,75cm :

i | h? = 575x + 0,25x%  (pos.\/ ,dah>0) |

| |

i L i h(x) = /5,75x + 0,25x2

firx >0
Zu Nr. 5:
€7 GeoGebra | G
Colsatr 4384 Gtlingony ottt Fonet; e .
DREERCOEENZED
=
(Platz fur die Berechnung!)

(0,5a+0,5)cm ;I\\h < (0,5a + 0,5)% = h? + (0,5a)?

,/ 2 - F h? = (0,5a)? +2-0,5a- 0,5 + 0,52 — (0,5a)>

|

| |

i 0,561 |

g ! h2=05a+025 (pos.y/ ,dah>0,5)

i | i

N L . O S 4

h(a) =+/0,5a + 0,25

fira >0

Zu Nr. 6:
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Fenster Hilfe

=P ENTED

(Platz fur die Berechnung!)

(0,5a+0,5x)cm . 5 (0,5a + O.SX)Z =h%+ (O,Sa)z
h S~

/ ol e h? = (0,5a)? +2-0,5a - 0,5x + (0,5x)% — (0,5a)?
: 0,5a E
E : h? = 0,5ax + 0,25x%  (pos.v/ ,dah > 0)
| !

|
O G S B -4 he(x) = \/O,Sax + 0,25x2

fira,x >0

(Platz fur diese Uberlegungen!)

Beide Effekte ,,addieren” sich. Die Schaubilder der Wurzelfunktionen haben vom
Ursprung aus alle einen starken Anstieg. Gerade bei gro3en Paketen wirkt sich eine
minimale Schnurverlangerung stark aus. Das bedeutet, dass Pakete nicht gut
geschnurt werden konnen. Elastische Schniure konnten an dieser Stelle helfen.

GeoGebra — Sichtfenster fiir das Seilparadoxon
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